g

- Montrer quesi A, B et € sont trois événements d’un

| ‘i?i;’:(‘iéuzsvu C) = P(4) +P(B)+P(C) - P(ANB) ~P(ANC) —

) nion de
: R v o SELC A ne union de
La formule du crible généralise ce qui précede au cas d’u g
ments. Cette formule n’est pas explicitement au programme,

connaitre. Elle sera redémontrée & I'aide des variables aléatoires dans
cice 30.3 de la page 1522.

D Exercice 8 (Formule du crible ou de Poincaré )
Soit Al, Ag, 5

.+, A, des événements d’un espace probabilisé (Q,P).
montrer que :

IP’(UAZ) =2 [ 1T S
i=1 k=1 I < e

On sait que, pour tout événement A, on a P(A)

qui appartient §
ensembles Ay (pour 1 < k < n). Montrey |

(i) Calculer cette

8 Aos |
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4 Union finie d’événements

@ 7 Exercice 7

Montrer que si A, B et C sont trois événements d’un

cice 30.3 de la page 1522.

@ Exercice 8 (Formule du crible ou de Poincaré )

Soit Ay, Ay, ..., A, des événements d'un espace probabilisé |
montrer que :

P(UAi)zi G VT, g

i=1 k=1 1<i1 <...<ix<n
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Rema ] T
rque Le probléme des rencontres peut prendre des formes vz

1. Proble _ ; ‘

e eme des danseurs de Chicago : n couples se présentent a

e danse; chaque danseur choisit une partenaire au hasard.
probabilité que personne ne danse avec son conjoint ?

2. Un facteur posséde n lettres adressées & n personnes distinctes. Il
bue au hasard. Quelle est la probabilité qu’aucune n’arrive a des

11l Probabilités conditionnelles

ce probabilisé fini, ol P est la probabilité u
ment A soit réalisé. Sous I'information « A est
lisé si et seulement si AN B est réalisé.

la probabilité que B soit réalisé, sachant que A est réalisé est :

g favorables aANB £t card (AN B) i

e de ca
o ssibles pour A card A

nombre de cas PO

Soit (£2,P) un espa
Supposons que I’événe
un événement B est rea

Par exemple, 12 probabilité qu’on ait obtenu
: b | A

want qu’on a0
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Proposition 9
| Pour tous éVénemem?s

On tire une boule. On
On procede & un deuxj
noires 7

la remet g,
éme tirage,

Il

:‘hé(?réme 10 (Formule des Probabilités composée‘é} .

Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2. o
Pour toute famille (A4;, Ay, ... ; Ap) d’événements de l'espa }
(€2,P) telle que P(A1N...NA4,_1)#£0, on a : '

P(A, ﬂ...ﬂAn_lﬂAn)z
]P(Al)IP’(Ag ' Al)P(Ag | Ay ﬂAz)P(An

Principe de démonstration. Le produit de droite est télesc

Remarque Cette formule est u i
Ay, Ay suiventat 01’611’
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3 Formule des probabilités totales

r important correspondanf;

Commencons par un cas particulie
systéme complet d'événements est (A, A).
Théoréme 11
Pour tous événements A et B

P(B) =P(BNA)+P(BN A).
Si 0 <P(A) <1, on obtient :
P(B) = P4(B)P(A) + Px(B) P(A).

de 'espace probabilisé (Q,P), on a

Démonstration. La premiére égalité résulte de la proposition 5 de la page 1409, «
est un systeme complet d'événements.
Si 0 < P(A) < 1, alors A et A sont de probabilité non nulle, donc :

P(BNA)=P4s(B)P(A) et P(BNA)=P(B)P(A),

d'olr découle la deuxiéme égalité,

) Eumica 14 Une compagnie d’assurance estime que ses clients se di

tfég@ries les clients enclins aux accidents, représentant 20% de 1
et ceux qui ont peu d'accidents. Pour la premiere catégorie, la pr
: noins un accident par an est 0,5 ; pour la deuxiéme catégorie,
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Wity

e o
kumml\\ \k\\ ol

m\\m
PM,) =
Par hy Pothase .

ML
e y LWy, ‘ '\'n \) -0 ol IP(MW |Mvn-l -a*!‘
won BM. | M) L=b On ohtfon done
W=t + (1 = hjey g 1) -

SRS veste vérifige o (A,
MM, M :\ 0

=

= (04 b= 1)pyag 7 &
=1) = 0, car dang os B

4

Yt
Lette

ot do mme L P(Mpey) = 1, ot
¢ La suite (p NSt done une suite m‘hInndtl.lw-gémrmhriquu L limit
b
et i ) Lt 2 onr a ot b sont dewrdals de 10, 1), La wuite
sl une suite

reometrique de vadson b - |,
Ou obtient, pour tout n € IN, P =L wm (0o ]y D" (po 0y, em-
1 b l=g

Pu = s o (e B 1) e,

Qe =b 2=ag=b

Comme o b e =L Tnsuite (po)nen converge vers

nd

babilités totales)
3 dme 12 (La formule des pro ale
h::::‘ \":‘ 1. ( 1,,) un systeme complet d'événe
dh]y fAFy v v ] .
bilisé fini (2, P). T‘mu' fout événoment B, ona;
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umérotés : 1 jeton numéroté 1, 2 jetons numéroteés 2,..., 71 JeLG
Jn dispose de n urnes numérotées de 1 a n ; 'urne i con’;;?rit (. 2
" et n — i boules noires. On tire un jeton dans U ; si le jeton tiré po

~ on préleve une boule dans I'urne numéro . '

- Quelle est la probabilité que la boule prélevée soit blanche ?
Arbres de probabilité

En terminale, a été prise ’habitude d’illustrer les probabilités condition
a l’aide d’arbres de probabilité (appelés aussi arbres pondérés).

,BW/B ANB
A
P(A) \

P(B|A) B AnB

B EmB
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Sur .c:h'a;quvaﬁ b:.? o bel arly,
ext?émité, cond'itiom,qe ﬁl Note |
racine de l'arbre g son ]
Chaque chemip ¢
exemple sur Iarby

pondent aux événe

Origing
Tespong
e de la

pa, :
mentg AN B AT _Lles quatre chemins
Posées, la prol, B, ANB et AnB.p

robabilita
rencontréeg. affe

des probabilitég

ce qui résulte de la formule des probabilités totales

Si un arbre i ot A b
e ‘tl?eu-t 111ust1§1 la, Situation, il ne saurait tenir lieu de démonstration.
a demonstration consiste & appliquer la formule des probabilités totales.

4 Formule de Bayes

Proposition 13 -2
Pour tous événements A et B de probabilité non nulle de 'espace probabilise

(Q2,IP), on a:

APB| A
IED(A|B):IP( )P((B)I )

Par définition de la probabilité conditionnelle, on a q 3 £

Démonstration. ot W P(BNA) = P(B)P(A | B).
Point méthode g gt
uvent appeies ). En effe
Cette formule, SO i |

it apres
se produit aPre ’
babilité Pa(B) & 7
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fi:

ents A et

; En” par‘tacuher pour tous événem
et P(B)#0,ona:

 REIAKA
P(A|B) = P(B | A)P(A) +P(B| A)P(A)

O toalité - P(B) J‘
Démonstration. Le dénominateur du membre de droite de la premleizl?fgahltle eaStltPEIB) 2
vertu de la formule des probabilités totales (théoreme 12 de la page ) S AgiEICORE

A;)P(A;
i P(4, | B) = P(B |]P>(/i) (As) . ce qui résulte de la proposition 13 de la pagg

précédente. La derniére égalité est un cas particulier de la premiére, ou

d’'événements est (A, A).

le systéme complet

a

@ Exercice 17 Une certaine maladie affecte une personne sur dix mille.

On dispose d'un test sanguin qui détecte cette maladie avec une fiabilif
lorsque cette maladie est effectivement présente. Cependant, on obtient t
faussement positif pour 0,1% des personnes saines testées.
Quelle est la probabilité qu'une personne soit réellement malade lorsqn
: test positif 7 Commenter.
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Démonstration. py, définition de la’probabilite
e (@

I'égalité P(AN B) = P(A) P(B) onditionnelle, P4(B) =

€quivaut 3 Ps(B) = P(B).

07& 0 =1 IA e1j4B sont indépendants si la probabiﬁté @@ %
nnelle & A sont égales : la réalisation de A n’influe
Pfajs sur celle de B/- I"a I%otion d’indépendance vise & modéliser cette absence
d’influence de la réalisation de 'un des événements sur celle de Pautre.
Exemples ®

1. On lance deux dés. On consideére les événements A « le premier dé donne un
numéro pair » et B « le deuxiéme dé donne 3 ». On choisit Q = [1,6]*, muni de

la probabilité uniforme.

18

1
On trouve card A = 3 x 6 = 18 et donc P(4) = e card B=

6 _ 1 comme AN B ={(23),(4,3),(6,3)}, on obtient:
6

‘ndépendants.
4 « A et B sont indépen e
énements A < hasard dans un jeu de 52 cartes. On co 5

t une dame » ot B «la carte est un cce
B 7

e la probabilité u71‘:1‘‘1th’z)xffri:.i;e.:‘i On

Les év
2. On tire une carte a
ments A «la carte es

9 cartes est muni d

&y
’

13 . pran Bl
=

des b
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ple ‘Um piéce de monnaie est laneé@ deuﬁ
o les événements A « les deux lancers ne

uxiéme lancer donne face ». i
. Si cette piece est parfaitement ethbree, on mmﬂi

lité uniforme. On obtient P(A) = ; BB}

et B sont mdependa.nts.

P(ANB) = l - les événements A -
avec une probablhte de = e

e Si cette piece est pipée et qu’elle tombe sur pile a

obtient alors :

P(ANB) =P ({(PF)})—§ 1 3 P(A)P(B).

i

Les événements A et B ne sont pas indépendants.

Remarque Mis & part le cas ot I'on construit 'espace probabilisé pour qu’ ﬁ ;
Je soient, il n’est pas toujours facile de prédire si deux événements sont ine -

pendants.

Proposition 16
Si A et B sont deux événements indépendants de 1’espace probabxhse

aloE les événements A et B, les événements A et B et les événem
et B sont indépendants. |
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9, Montrer e po,ur %

ments B , B, B,,; =

2 Indépendance d'une famille d;

Définition 10
Des evenements ‘et -y Ay de Pespace Pra
CE Prob

deux a deux indépenda .
nts si, pour tout coupl
de [1.n], on a : P ut couple

P(A; N 4;) = P(4;) P(A;).

miner ln prul)ablllte de AnNBNC. Nous somimes dcmcv
notion d’indépendance plus forte que la précedente. |

Définition 11
Des événements A1, Az, , A, de l'espace probabili sont dits |

ndependants (ou simplement,
n vide I de [1,n], ona:

'».'u

i€l

mutuellement 1
tout sous-ensemble no

Remarques

1. Pour l’indépend |
2. L’indépendance d& 7
~ ments. Cest une
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Aiy ..., A, sont indépendants. |
résulte de la proposition 16 de la page 1422
4,, sont deux & deux indépendants, kiﬁ
chaque B; (pour 1 < i < n) est 4; ou Ai
indépendants.
Nous allons voir que cela est vrai égalem

évén-emeﬂts By, Eﬂc'w on

sont également deux A deux

ent pour l'indépendance mutuelle,

Proposition 17
Si les événements A;,..., A, sont mut

événements B ,..., By, oi chaque B; (pour 1 <7
également mutuellement indépendants.

uellement indépendants, alors les
< n)est A; ou A;, sont

@émonstration page 14@

Principe de démonstration.

On commence par traiter le cas ol B; = A; pour tous les i de [1,n], sauf un.
Remarque On peut démontrer que, pour tout n-uplet (Ai,..., A,) d’évé-

nements mutuellement indépendants, tout événement pouvant s’écrire comme

réunion ou intersection des événements A ,..., A,_1 ou de leurs contraires est
indépendant de A, . Plus généralement, si p est un entier tel que 1 < p < n-1,
tout événement B pouvant s’écrire comme réunion ou intersection des événe-
ments Aj,..., A, ou de leurs contraires est indépendant de tout événement C
pouvant s’écrire comme réunion ou intersection des événements Apiq,..., 4s
ou de leurs contraires.

Nous nous contenterons de montrer un résultat trés partiel.

~ Proposition 18
& Pour tout n-uplet (A1,A2,-~-3An)

d’événements indépenda
ﬂAp et Ap+1 N ... 048
U AL et e i
e U Ay b Ao e
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N
&

pendantes & et &,
En effet, on peut I‘ép
élément de O x 0, 7
vers 7

013 peu’t remarquer que poﬁj;"‘
méme e:/énement, donc il parag
et de méme, pour tout A, e P( ,
des deux épreuves aléatoirés se tra%

P(A1 X A2) = P((A1 x Q) N (@ x ‘

On peut montrer que ces relations suffisent
sur 1 x (2. it
o Plus généralement, une succession de n exp
dantes représentées par les espaces probabxhéés
modélisée par 'espace probabilisé (€2, P), ou (1 =
'unique probabilité qui vérifie :
V(A1 ..., An) € P()x- - xP(Qn) B(A1X - XAn, =

Epreuves répétées

ade s’applique €n particulier a une

ot indépendantes (o1 parle en generalPd’e e

représentée par J’espace probablhse‘(ﬂr,” m%r s
par l'espace probabilisé (Q“,@)., ot @;, &

T

(A, - An) € (P()"

our (wis-+7"

Ce qui préc

En particulier; P
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